Nemlinearis egyenletrendszer gyokeinek
meghatarozasa

A nemlinearis egyenletek megoldasa lényegesen nehezebb
probléma mint a linearis egyelnetrendszereké. Egy dimenz-
i6ban vannak csak hatékony megoldasok, tobb valtozoé esetén
nincs olyan altalanos megoldas amely minden probléma 6szzes
megoldasat hatékonyan megtalalna. Ennek {6 oka, hogy mig
egydimenziéban a gyokok lokalizdlhaték egy intervallumon
beliil és az intervallum sziikitésével megtalalhatéak, tobb di-
menziéban ez nem teheté meg. A probléma egy dimenziéban
az egyenlet atrendezésével igy irhaté fel:

flz) =0

ahol f nemlinearis fliggvénye z-nek. A tébb dimenzids
probléma azt jelenti, hogy a fliggvény tébb x; 7 = 1..M
valtozétdl figg. Ha eygenletrendszeriink van akkor tobb
fi(x1,..xj..xpr) © = 1...N fliggvény gyokét keressiik szi-
multan médon. Altalaban ha N > M akkor nincs megoldasa
az egyenletrendszernek, viszont ha N < M akkor sem
mondhaté altalaban, hogy van megoldas, és az sem, hogy
egyértelmi megoldas van. Elég gyakori aa a degenerélt eset,
hogy a gyokok nem is diszkrétek, hanem egy vagy tobb
folytonos intervallumon vannak.

Gyorsabb mddszerek vannak abban az esetben ha nem csak
a fiiggvényt, de annak derivaltjat is ismerjiik.
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Az egy dimenzids esetet targyaljuk részletesen.
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A gyokok bekeretezése

(abrak a lehetséges gyokokrsl Numrec 9.1.1)

A nemlinearis gyokkeresé algoritmusok iteraciéval érnek
célhoz. Az iteracioknal nagyon fontos a j6 kezdépont
meghatarozdsa. A j6 kezdéérték megtaldlasa kivil esik a
numerikus algoritmusok hataskorén, a probléma analizalasa-
val kaphatunk becsléseket. Ez akkor még fontosabb, ha az
egyenletnek tobb gyoke is van, de mi ezek koziil csak egyet
(a fizikai megoldast) keressiik. J6 segitséget nyajthat a fiig-
gvény grafikonjanak megszemlélése abban, hogy sejtésiink
legyen arrdl, milyen gyokokre szdmithatunk. Egy dimenz-
iI6ban a gyok helye elég j6l bekeretezhetd, hiszen itt el6jelet
valt a fiiggvény. Kivétel ez alél, amikor tobb gyok egymashoz
nagyon kozel van. Ha paros szama gyok van egymashoz kozel
akkor lehet, hogy nagyon kicsi az az intervallum ahol el6-
jelet valt a figgvény. Ekkor minimum/maximum kereséssel
érhetiink célhoz.

A kezdeti bekeretezés norméal esetben megtehetd gy pl.,
hogy kiindulunk egy intervallumbél, és ha nem kiilonbozik
a fliggvény elGjele a két hataron, akkor azt a hatart ame-
lyiken a fliggvény abszolat értéke kisebb, kitoljuk egy adott
faktorral (pl. megduplazzuk arra az intervallumot). Ha tobb
gyokre szamitunk akkor a teljes intervallumot feloszthatjuk
akkora intervallumokra ami a tipikus gyoktavolsdgnal kisebb,
és kikeressiik azokat amelyekben van el6jelvaltas.
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A gyok megkeresése

Felez6s (bisection) mddszer: A legegyszeriibb eljaras.
Miutan bekereteztiik a gyokot keressiik ki az intervallum
felez6 pontjat. Azt a végpontot amelyiknél a fiiggvényérték
elgjele megegyezik a kozépsé pontiéval, lecseréljitk a kozépss
pontra. A moddszer minden esetben konvergal. Ha tobb
gyok van akkor koziiliik egyet talal meg, ha nincs gyok csak
szakadas vagy szingularitds miatt valt eljelet a fliggvény,
akkor ezt a pontot taldlja meg.

A médszer minden lépésben felezi az intervallumot, igy ha a
kezdeti intervallum hossza € volt, és a kivant pontossag e,
akkor n = log,(€g/€) lépésben kapunk eredményt. Nyilvéan
e-t a gyok nagysagrendjének megfelelen valasztjuk meg,
vagy pedig (ha nem 0 kozeli a gyok) relativ hibahatart
adhatunk meg leallasi feltételként.

(abrak )

Szekans maddszer: Ez a moddszer altalaban gyorsabb
mint a felez6s médszer. Mig a felez8s mddszernél az in-
tervallum egy lépésben konstansszorosara (felére) csokkent,
vagyis linearisan valtozik itt a konvergencia rendje

lim |epq1| = const x |egx|"®°
k— o0

magasabb hatvannyal csokken. A médszer akkor hasznal-
hat6é, ha a fiiggvény elég sima olyan értelemben, hoyg a
vizsgalt intervallumban a fliggvény linearissal viszonylag jdl
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kozelithets. Kossiik ossze a fliggvény két végpontjat egy
egyenessel. Ahol ez metszi a tengelyt az lesz az egyik (;
pontunk, és a meglévs két pontbdl a régebbit hagyjuk el. Az
elsé |épésben praktikus a nagyobb abszolutértéki pontot a
régebbinek tekinteni. Ennek a mdédszernek hatranya, hogy
nem tartja bekeretezve a gyokot, bizonyos esetekben el is
tavolodhat téle a végtelenbe.

Regula falsi (false position) médszer: Ez a médszer
altalaban gyorsabb mint a felez6s mddszer, viszont lassab
mint a szekdns modszer, de a gyokot bekeretezve tartja.
Az algoritmus az el6z6hoz hasonlé, de a metszéspont meg-
talalasa utan nem a legrégebbi pontot hagyjuk el, hanem azt,
amelyiknél a fliggvény eléjele megegyezik a metszéspontiéval.
lgy tovabbra is bekeretezve marad a gyok.

Magasabb rendii mdédszerek: A fenti médszerek kiter-
jeszthetGek Ggy, hogy ahelyett, hogy két pontot tartunk meg
minden |épésben és arra egyenest fektetiink, megtartunk tobb
pontot és magasabbrendii gorbét interpolalva talaljuk meg a
kovetkezé pontot. llyen pl. az inverz kvadratikus interpola-
ciés médszer, ahol & = ay? + by + ¢ alakot interpolalunk.

(abra 9.2.3)

Vannak olyan fliggvények viszont ahol a szekdns és regula
falsi médszerek nagyon lassan konvergalnak lemaradva még
a felez6s modszertsl is. Igy a legjobb az, ha kombinaljuk a
biztos de altalaban lassabb felez8s médszert a gyorsabb de bi-
zonyos fiiggvényeknél rosszul viselkedd pl. inverz kvadratikus
médszert. Ez a Wijngaarden-Dekker-Brent (réviden Brent)
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médszer. Az algoritmus figyeli, hogy az inverz kvadratikus
médszerrel kapott Gj pont beliil van-e a kereten, ha nem,
vagy az igy adddo lépés tal kicsi akkor inkabb felezi az
intervallumot.

Newton-Raphson maédszer: Az eddigi médszerek nem
hasznéltak a fiiggvény derivaltjat, csak magat a fiiggvényt.
Abban az esetben ha a fiiggvény derivaltja is adott explicit
médon, akkor ennek segitségével gyorsabb mdédszer dolgo-
zhato ki. Az algoritmus nem hasznal bekerertezést, csak egy
pontra van sziikségiink, mint kezdeti becslés. Ebben a pont-
ban a derivalt segitségével meghiizzuk a fliggvény érintgjét,
és a tengellyel valé metszéspont lesz az 4 kozelités. Ha
ugyanis ismerjiik a fiiggvényt az f(x) pontban és keressiik
azt a 0 értéket amire f(x + 9) = 0 akkor ha a fliggvény
kellen sima

1
fl@+0) ~ fx) + f(2)0+ 5 f(@)0" +
elég a Taylor-sorbdl csak az elsérendii tagot megtartani és

& f(z)
"= T

Konnyen belathaté, hogy a konvergencia kvadratikus, vagyis

2

€;+1 = const X €;

Van sok olyan eset amikor a médszer nem konvergal (abrak)
ezért a Brent médszerhez hasonléan érdemes hibrid médszert
kialakitani a felezds algoritmussal kombinélva.
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Ha nem ismert a derivalt explicit médon, akkor az egy
dimenziés esetben nem érdemes numerikus derivéltat venni.
Az egyrészt a tovabbi fiiggvénykiértékelés miatt lassitja az
algoritmust, masrészt mivel a numerikus derivalt kevésbé
pontos, a konvergencia rendje tovabb csokken, igy pl. a
szekans moédszer gyorsabb.

A Newton-Raphson médszer alkalmazhaté lokalis gyorsasaga
de globalis sériilékenysége miatt Ggy is, hogy mas moédszerrel
j6l megkozelitjik a gyokot, és a Newton-Raphson médszerrel
pedig pontositjuk.
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Polinomok gyokei

Egy n-ed rendd polinomnak n gyoke van. A gyokok lehetnek
valésak vagy komplexek, ha az egyiitthaték valésak, akkor a
gyokok vagy valésak, vagy pedig komplex konjugalt parok.
Elsfordulhatnak tobbszords gyokok is. Ha a polinom Osszes
gyokére kivancsiak vagyunk akkor praktikus agy eljarni, hogy
miutan egy gyokot (r) megtalaltunk, a polinomot leosztjuk
(x — r)-el, ami viszonylag eygszrii algoritmussal megtehets.
(P(z) = (x — r)Q(x)) Az igy kapott polinom egyel alac-
sonyabb rend, és a gyokkeresd algoritmus egy 0j gyokhoz fog
tartani. Mivel a polinom osztasok soran felhalmozédhatnak
a numerikus hibak, célszerli a végén a kapott gyokoket pl.
Newton-Raphson médszerrel pontositani. A [1] leirja a La-
guerre médszert, amely képes komplex gyokok megkeresésére
IS
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Tobbdimenziés gyokkeresés

Altalanos algoritmus amely mindig konvergal nem létezik. A
probléma az, hogy nagyon nehéz behatarolni a gyokot. Veg-
yiink csak 2 dimenziét és két fiiggvényt. Mindkét fiiggvény
metszete a 0 sikkal (el6re nem ismert szamu) zart goérbéekbal
all. Ezek kozos pontjai az egyenletrendszer gyokei. A fenti
kontarok teljes feltérképezése altalaban lehetetlen.

Ha azonban tudjuk, hogy hany gyokre szamitunk, és j6
kozelitéssel azt is, hogy hol, akkor az egydimenziés médszerek
viszonylag egyszerlen kiterjeszthet&ek.

Pl. a Newton-Raphson mdédszer esetében a Taylor-sor: s

N

fi(x + %) = Z

Ha bevezetjiik a Jacobi matrixot

Ofs

Jij =
J (‘33:_7-

a teljes egyenletrendszer kifejtése elsé rendig igy irhaté
f(x+0x) =f(x)+J-0x

és hasonléan mint egy dimenziéban keressiik azt a dx vektort
amely a gyokhoz lépteti az egyenletrendszert, vagyis 0-va
teszi a bal oldalt. A megoldast a
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J ox= -1

linearis egyenletrendszer adja. Ezt pl. LU dekompozicié-
val megoldhatjuk és megkapunk egy tobbdimenziés Newton-
Raphson lépést.
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