Numerikus integralas

Egyszer( fliggvényeknek altaldban kénnyi a derivaltjat felirni,
az ismert derivalasi szabalyok szerint, viszont analitikusan
jéval kevesebb fliggvényt tudunk kiintegralni. A feladat tehat
ilyen fiiggvények integraljat numerikus médon kozeliteni.

I = /  Ha)da

Ez tekinthetd egy egyszeri differencidlegyenletnek az I =
y(b) helyettesitéssel:

dy
dr f(z)
az y(a) = 0 peremfeltétellel.  Azok a mddszerek amik

a differencialegyenletek integralasanal az adaptiv lépéshossz
valtoztatasra vonatkoztak, itt is alkalmazhatdak olyan fiig-
gvényeknél amelyek bizonyos szakaszokon meredeken véltoz-
nak, mig mashol alig. Ezeket mos nem ismételjiik el.

A numerikus integralds (kvadratiranak is nevezi a sza-
kirodalom) moédszerei azon alapulnak, hogy az integra-
land6 tartomanyt diszkretizaljuk, és a diszkrét pontok-
ban felvett fiiggvényértékeket az intervallumok hosszaval
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megszorozva, megfelel§ stlyozassal ésszeadjuk. A cél az,
hogy minél kevesebb fiiggvénykiértékeléssel, minél pontosab-
ban meghatarozzuk az integral értékét.

Egy masik lehetséges alapelv, hogy az integralandé fliggvényt
kozelitsiik olyan fliggvényekkel amelyeket analitikusan tudunk
integralni. Igy pl. a mar targyalt kébos spline interpola-
ciot felhasznédlva a fiiggvény egyes szakaszait harmadrendii
polinomokkal kozelithetjiik, és azok integraljat analitikusan
szamolhatjuk.

Hasonlé megoldas a fiiggvény kifejtése egy olyan ortogonélis
bazison (T'(x)) amely elemei analitikusan integralhatéak:

b N
/ f(x)dz ~ Z ciR;
a i=0

ahol R; = f; T;(x)dx. Bizonyos esetekben (pl. Chebysev
polinom kifejtés) R; egyszeriien el6all néhany szomszédos T;
linedrkombinaciéjaként tovabb egyszer(sitve a feladatot (lasd
[1]).

Altalaban N pontban egyenletes h lépéskozonként
o, T1,...,LN—1 -ben szamoljuk ki a fiiggvényértékeket
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fi = f(z;),1=0,..., N — 1. Ha az integral szamolalasanal
felhasznaljuk a hataron lévé fiiggvényértékeket ( f(a) = fo
illetve f(b) = fn_1 ) akkor zirt, ellenkez& esetben pedig
nyitott formulakrdl beszéliink. Ez utébbiakra az agynevezett
improprius integralok esetén lesz sziikség, ahol a hatarokon
nem lehet kiértékelni a fliggvényt (pl. divergal), viszont az
integral létezik.
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Zart Newton-Cotes formulak

Az alabbiakban néhany szomszédos intervallumon valé inte-
gralra irunk fel kozelité formuldkat. Ezek Osszege adja a
teljes integralt.

A legegyszeriibb az Ggynevezett trapéz szabaly:
2 1 1 3 ¢l
f@yda =h |Sfu+ o fa| + O*f")
x1

ami nem mas mint linearis interpolacié alkalmazasa a két
pont kozott és az igy kapott trapéz teriiletének kiszamitasa.
A formula 1-s6 rendd polinomokig bezarélag egzakt, utana
pedig a hiba a fent jelolt médon skalazik. Sejthetd, hogy
ha tobb szomszédos pont megfelelé kombinaciéjat vessziik,
(ami megfelel magasabb rendd polinomok illesztésének) akkor
magasabb rendben pontos formuldak hozhatéak ki. Valéban
a 3 pontos formula elvileg harmadrendig lenne pontos, de a
hibatagok szerencsés médon kiejtik egymast, igy a Simpson
formula

/%f@szhEﬁ+§b+éﬁ]+0wWW)

negyedrendig pontos. Latni kell azonban, hogy a magasabb
rendd formula csak akkor jelent nagyobb pontossagot, ha a
figgvény kelléen sima, vagyis a magasabb derivaltak elég

kicsik.
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A fenti és a késébbi formulak levezetésére vannak elegans-
abb moddszerek is de a kovetkez6 mdédon mddszeresen
megkaphatdak. Keressiink pl. els6 rendii polinomokra egzakt
képletet a kovetkezd formaban:

/ " f@)de = hlaf + Bf]

Az altalanossag megszoritasa nélkiil irjuk fel a fenti egyenletet
az f(x) = 1 nullad- illetve f(z) = z elsérendi polinomokra:

azg—xlzh[a—i—ﬁ]

2 2
%—%:h[aa:l—i—ﬁxg]

Az elsé egyenletbe beirva a h = x9 — x1 azonossagot azt

kapjuk, hogy B8 = 1 — a. Ezt a két azonossagot beirva a
masodik egyenlet 4talakul

i i
71+72:ax1—|—(1—04)x2:3324—04(371_372)

ahonnan egyszerien adédik @ = 1/2 valamint 8 = 1/2,
vagyis a trapéz formula.
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Miutan kiszamoltuk az egyes intervallumokra az integralt a
teljes integral ezek Osszegébdl allithaté els. Pl. a trapéz
szabalyra:

/xN—l f(:L‘)diE = h %fl —|—f2 + ...+ fN—2‘|'%fN—1] +

_ 3 £(2)
+0((b ]6\17)2f )

Ezt nevezhetjilk felbsszegzet trapéz szabalynak. Ittt a
felosztasok szamaval irtuk fel a hiba skalazasat. Lathato,
hogy ha kétszeresére ndveljiik a pontok szamat, akkor a hiba
negyedrészére csokken. A gyakorlatban praktikus tgy eljarni,
hogy kiindulunk abbdl az esetbsl amikor csak az intervallum
két végpontjaban vesziink fel osztidspontokat, kiszamoljuk
erre az esetre a fenti formulat, ez lesz az elsg kozelités.

1

L= = (- 0) | 37(@) + 57(0)]

Utana kiszamoljuk a mar meglévd intervallum(ok) felez&pon-
tjaban is a figgvényérték és az aktualis h szorzatat.

(b—a) . a+b

S2 — 2f(2)
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Es a kett6 stlyozott 6sszegébdl kaphaté az integral kovetkezs
kozelitése a fent bemutatott altaldnos formula alapjan

1
1225.[1"_32

Az 1/2 sulyfaktor abbél adédik, hogy h felére csokkent
az elsd lépéshez képest. Ha igy egyre felezziik az inter-
vallumokat, akkor mindig csak az @) osztépontokban kell
kiszamolni a fliggvényt, és az el6z6 kozelités eredményét fel-
hasznalhatjuk a tobbi osztépontokhoz tarozé dsszegként. Az
eljarast addig kell folytatni, amig az el6z6 kozelitéstsl valo
eltérés nem csokken le egy adott hibakorlat ala.

Belathatd, hogy a felosszegzett trapéz szabaly hibatagja
1/N csak paros rend( hatvanyait tartalmazza. Igy a 2N
felosztasos képlet hibsja vezets rendben 1/4N? lesz, vagyis
negyed részsze az IN felosztdsos képlet hibdjanak vezets
tagjanak. Az

4 1
[=-In—-I
32N 3N

kombinaciéval kiejthets ez a tag, és igy a hiba O(1/N*%)
lesz, mivel nincs a hibaban harmadrendi tag. lgy
tehat ugyanannyi fliggvénykiértékeléssel masodrendiirsl ne-
gyedrendire csokkentettiik a hibat. Belathat6, hogy az igy
kapott képlet pont a Simpson formula. Ne felejtsiik el, hogy
ez csak akkor hasznos, ha a negyedik derivalt nem tal nagy.
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Romberg integralas

Az el6z6 modszer tovabb folytathatd, vagyis tovabbi tagok
segitségével felirhaték olyan kombinacick, amelyek kiejtik a
4-ed, 6-od, stb. rendd hibdkat. Ugyanezt az eredményt
kapjuk egy masik alapvetéd modszerrel, nevezetesen, hogy
az egyre kisebb h lépéskozi felosztasokbdl extrapolalunk a
h = 0 esetre, ami az egzakt értéknek felel meg. Ehhez
az extrapolaciéhoz hasznalhaté a mar ismertetett polinom-
interpolaciés mdédszer. Ez az eljards akar nagysagrendekkel
csokkentheti az azonos hiba eléréséhez sziikséges fiiggvényk-
iertékelések szamat.
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Improprius integralok

Abban az esetben ha a fliggvény nem értékelhetd ki az inte-
gralasi hatarokon akkor az eddig felirt zart formuldk nem
alkalmazhatéak.  Felirhatéak azonban nyilt formuldk pl.
a trapézformuldhoz hasonlé gondolat alapjan az agynezett
kozépponti szabaly felosszegzett verzidja igy irhaté:

/ o f(x)dz = h|fi/2+ faj2 + ... + fn_3/2]+

0

+0(1/N?)

Ezzel hasonldan jarhatunk el mint a zart formuldkkal, egyre
finomabb felosztast csinalhatunk amig el nem érjiik a sziik-
séges pontossagot.

Olyan integralok kiszamitasa amelyeknél az egyik hatar
+00 vagy —oo szintén nem szamithatéak ki intervallumok
Osszegzésével. llyenkor valtozéhelyettesitést kell alkalmazni:

b 1/a 1 1
/a f(CC)dQS‘ = A/b t_2f <Z) dt ab >0

Ha mindkét hatar ha a hatarok elgjele nem azonos, akkor
szétvaghatjuk két részre az integralandé intervallumot.
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Ha a fiiggvénynek integralhaté szingularitasa van az inter-
vallumban, akkor az felvagéassal az intervallum hatarara vi-
het6. Ha pl. a divergencia a-ban hatvany jellegi (x — a)”
0 <~ <1, akkor az

r=t7T+a azaz t=(x—a)™"

helyettesitéssel igy irhato fel:

(b—a)t="

b

1

/ fz)de = —— 175 f(tT7 + a)dt
a 1 — Y Jo
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Gauss formulak

A témakort csak vazlatosan nézziik meg, tovabbi részletek
[1]-ben és az ott lévs referencidkban talalhatéak.

Eddig az integralandé tartomanyt egyenletesen osztottuk
fel. Ha az osztaspontokat is szabadon valaszthatjuk meg,
belathat6, hogy - mivel kétszer annyi szabadsagi fokunk van
a hibatagok kiejtésére - kétszeres hibarendig lehet eljutni
ugyanannyi fiiggvénykiértékeléssel. Természetesen ez csak
akkor elény, ha az integraland6 fliggvény elég sima, vagyis
a magasabb rendi derivaltak egyre kisebbek. A Gauss ti-
pusd formuladk egzaktak olyan esetben amikor az integrandus
elsall egy polinom és egy bizonyos halmazba tartozé fiiggvény
szorzataként.

b N
[ Wat@ds =Y wif(z)

ahol f(x) polinom alaka, W (x) pedig az integralhaté szin-
gularitast tartalmazé fiiggvény. Neéhany gyakori W (x)-et
hamarosan felirunk. A feladat tehat abbdl all, hogy egy adott
W-hez és (a, b)-hez megtalaljuk a megfelel6 x; abszcisszakat
és w; egylitthatékat. Ez daltalaban nem egyszer(i feladat, de
néhany gyakori W (x)-hez ezek ki vannak szamolva, illetve
elegendd egyszer kiszdmolni, és ez a két tablazat tobbszor
felhasznalhaté.
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Az abszcisszak agy talalhatéak meg, hogy az adott W (x)-hez
felirhaté egy polinombazis po(z), p1(z), ...p;(x) 0,1, ..., j-
ed rendd polinomokbdl melyekre teljesiil, hogy ortogonalisak
W sulytiiggvényre nézve

b
i3 0= = [ p@W@p )
Ezen polinomok gydkei adjak meg az abszcisszékat és a

b
pi(zj)w; = / W (z)pi(z)dsod

w; ben linedris egyenletrendszer megoldasa adja a sulyokat.
A polinomokat egy rekurzié segitségével irhatjuk fel:

pj+1(z) = (z — aj)p;(z) — bjpj—1(z)
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ahol

(zpjp;)
(pjlpj)

j =

b — _ Pilps)
7 (pj-1lpj-1)

A legegyszeriibb példa a Gauss-Legendre formula:

Wiz)=1 —l<z<1

(j+1)Pjp1= (2§ +1)xP; — jPj—1

+; = 0.0,0.1488, 0.4333,0.6794, 0.8650, 0.9739

w; = 0.0, 0.2955. 0.2692. 0.2190. 0.1494. 0.0666

Tovabbi fontos esetekre csak W(x), a hozza tartozé poli-
nomok a nevekkel jelélt polinomok:
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Gauss-Chebysev: W(z) = (1 —2%)"12 —1<z<1
Gauss-Laguerre: W(z) =z% ™" 0<z <
Gauss-Hermite: W (x) = e —o0<z <00
Gauss-Jacobi: W(z)=(1—-2)*(1—-2) —-1<z<1

[1] tartalmaz rutinokat a fentiekhez tartozé egyiitthaték és
abszcisszak kiszamitasara.
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Tobbdimenzids integralok

A tébbdimenziés integralok kiszamitasa altalaban igen nehéz.
Egyrészt, mert a kiértékelendé pontok szdma a dimenziéval
exponencialisan skalazik, vagyis ha 1 dimenziéban elegendd
volt 102 fiiggvénykiértékelés, akkor 3 dimenzioban 10° lesz
a tipikus érték.

Masik probléma, hogy mig 1 dimenziéban két szam hatarozta
meg a hatarokat, addig most egy D — 1 dimenziés feliilet ha
az integral D dimenziés. Az integraland6 tartomany lehet
igen bonyolult, nem konvex, sét nem is Gsszefiiggs.

Néha a tobb dimenziés integral redukalhaté alacsonyabb
dimenziéra (pl. gombszimmetrikus eloszlas integralja). Ha
ez nem lehetséges, de ha a hatarfeliilet egyszeri alakd, akkor
harom egymasba agyazott integralt kell elvégezni és ez hdrom
lépésben megtehetd:

T2 y2(z) z2(x,y)
///dmdydzf(az,y,z) :/ daz/ dy/ dzf(x,
I1 yl(il}') Zl(il?',’y)

ltt ha hasznalhatjuk a Newton illetve Gauss formulakat,
akkor elfogadhaté id6 alatt eredményt kaphatunk. Léteznek
tobbdimenziés Gauss formulak is.

Ha viszont a fiiggvény gyorsan vaaltozik az integralandé tar-
tomanyban (de azért nem éles cstcsokal, mert akkor nincs
sok remény, ha csak nem tudjuk kivagni a cstcsokat) vagy
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a hatarfelilet komplikalt akkor a Monte-Carlo médszer al-
kalmazasa johet szoba. E mddszer viszont igen lassan kon-
vergal, tehat nagy pontossag nem érhetd el vele.
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Monte-Carlo integralas

Egy tobbdimenzids integral Monte-Carlo kozelitése:

/dezV(f)iV <f2>;[<f>2
1 N
() =5 2_ f(=)

vagyis az integralt a fliggvény atlagértékének és a teljes térfo-
gat szorzataval irjuk fel, és az atlagértéket N mintavételezés-
sel kozelitjiik. A hiba 1/4/ N -el skalazik, ami elég lassa

konvergenciat jelent.

Gyakran nem egyszerli olyan véletlen pontokat generalni,
amik csak az integralandé térfogatban vannak, és azt egyen-
letesen mintavételezik. Ilyenkor egy az integrédlandét magaba
foglalé egyszeriibb alakt térfogatot kell valasztani (minél
kozelebb az eredetihez). Az integralt most ezen a térfoga-
ton végezhetjiik egy olyan fliggvényre, amely az integralandé
térfogaton beliil felveszi az igazi fiiggvényértéket, azon kiviil
pedig 0-t. Legegyszeriibb példa lehet egy bonyolult feliilettel
hatarolt térfogat kiszdmitasa. Ekkor az integralandé fiig-
gvény 1 és az eredményt a fentiek alapjan egyszeriien a
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felileten belili és kiviili pontok aranya adja meg abban az
esetben ha a befoglalé térfogat egységnyi.

Ha a fliggvény amit integralunk az integraland6 térfogat
nagy részén 0-hoz kozeli értéket vesz fel, akkor sok lépést
elpazarolunk. llyenkor praktikus valtozéhelyettesitéssel minél
inkdbb konstanshoz kozeli alakra hozni az integrandust. Pl.
ha a p(z,y,2) = €°* fv.-t szeretnénk kiintegralni a [—1, 1]
kocka egy részhalmazan, akkor a z ~ —1 koriil az inte-
grandus nagyon kis értéket vesz fel, alig ndvelve a szummat.
A ds = e°?dz helyettesitéssel az integrandus konstanssa
alakithatd, csak a z tengelyt és a hatarokat kell megfelelgen
atskalazni.

Ha a random mintavételezés helyett bizonyos kvazirandom
mddon mintavételeziink, valamint tovabbi trikkokkel a hiba
rendje N~ 1-re csokkenthets.
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