Linearis egyenletrendszerek megoldasa
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Bevezetés

Altalanosan egy lineéris egyenletrendszer a kovetkezéképp
irhaté fel:

a11L1 + a19x9 + ... + a1 TN = b1

a91L1 + as9xs + ... + aonTN = b

ay1x1 + apoxe + ... +apy TN = by

Ezt felirhatjuk matrix formaban is:

A-x=Db

Van N ismeretleniink z;, 7 =1,2,..., N és M egyenletiink.
Az a;;, ©+ = 1,2,...,. M j = 1,2,..., N egyiitthaték és a
b;,, + =1,2,..., N Ggynevezett jobboldali értékek ismertek.
Cél az ismeretlenek meghatarozasa.

Ha N = M, vagyis ugyanannyi egyenletiink van mint ahany
ismeretleniink, akkor j6 esélyiink van arra, hogy létezzen
egyértelmi megoldas. Ez akkor nem igaz, ha a matrix de-
generalt, vagyis ha van olyan sora, amely két masik linearis
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kombinaciéjaként elgall (sor-degeneralt) illetve ha két oszlopa
megegyezik (oszlop-degeneralt). llyenkor az egyenletrendsz-
ert szinguldrisnak nevezziik.

A gyakorlatban a szamabrazolas véges volta miatt még
tovabbi két probléma adédhat.

Egyrészt, ha az egyenletrendszer nem szinguléaris ugyan, de
kozel szingularis, akkor a megoldas soran a kerekitések miatt
szingularissa valhat. Ebben az esetben az algoritmusban hiba
(pl. 0-val valé osztas) lép fel. Ez a hiba kimutathaté.

A masik probléma kiilondsen olyankor jelentkezhet, ha IV tdl
nagy és az egyenletek majdnem szingularisak, de nem annyira
mint az imént emlitett esetben. llyenkor a szamabréazolas
miatt halmozddé hibdk olyan eredményt adnak, amik hibasak.
Az algoritmus ilyenkor nem jelez hibat, a fenti probléma csak
az ismeretlenek visszahelyettesitésével ismerhet6 fel.

A kifinomult linearis egyenletrendszer-megoldé programcso-
magok tobbnyire ezt a két probléemat probaljak detektalni
illetve kikiiszobolni, és erre mar néhany (pl. 10) egyenletnél
is sziikség lehet. Altalaban ha az egyenletrendszer nincs kozel
a szingularis esethez, akkor néhanyszor 10 egyenlet minden
kiilonosebb gond nélkiil megoldhatd, néhany 100 egyenlet du-
plapontossaga aritmetikaval. Persze a konkrét problématdl
nagyon fiigg a megoldhatésdg. Néhany 1000 egyenlet esetén
a fenti problémak fokozottan jelentkeznek és ezenkiviil a gép
sebességkorlatai is kezdenek jelentkezni, altalanosan a linearis
egyenletrendszer megoldasahoz sziikséges idé IV 3-al skalazik,
a taoldkapacitas pedig N2-el. Ennél nagyob egyenletrend-
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szerek soros szamitogépeken altaldban csak akkor oldhatéak
meg, ha az egyenletrendszernek specidlis forméaja van, pl.
tridiagonalis (lasd: spline interpolacié), Vandermonde tipusa
(plinterpolalt polinom egyiitthatéi), az egyitthatok talny-
omé tobbsége 0, stb. Masik megoldas specidlis hardware,
parhuzamos szamitégépek alkalmazasa.

A kovetkezé problemék fordulnak elé gyakran, és megoldasuk
egymashoz hasonlé médszereket igényel.

e Az A - x = b linearis egyenletrendszer megoldésa

e Az A -x; = b kK = 1,2,... egyenletrendszerek
megoldasa, ahol kiillonbozé jobboldali értékek mellett ker-
essiik a megoldasokat ugyanazon egyiitthaté matrixnal.
Ez altaldban egyszeriibb, mint az egyenletrendszerek
figgetlen megoldasa. A numerikus kerekitési hibak miatt
az sem célszeli, hogy elGszor invertaljuk a métrixot, és
annak segitségével allitjuk el6 a megoldasokat.

o Az egyiitthatématrix inverzének (A=l A .- A~1 =
A1 A =1 1 az egységmatrix) kiszamolasa. Ez
a feladat megegyezik az el6z6 pontival, ha pont N db. N
ismeretlenes IV egyenletbdl all6 egyenletrendszeriink van,
ahol a jobboldali értékek az IV lehetséges egységvektor
(minden elem 0 kivéve egyet ami 1). A megfelels x-ek az
inverz matrix oszlopai lesznek.

o Az A matrix determinansanak (det A =), ; _€xi.. sA1xAa.
kiszamitasa.
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e Ho M < N vagy pedig degenerdltak az egyen-
letek (kevesebb egyenlet van mint ismeretlen) akkor
tobb megoldasa van az egyenletrendszernek (vagy nincs
megoldasa). Ezek a megoldasok eléallithatéak egy adott
Xp és egy M — N dimenziés altér (ez a matrix null-
tere) linearis kombinaciéjaval.  Ezt hivjuk az egyen-
let megoldasterének. Ennek megtalalasa az an. szin-
gularis érték dekompoziciéval (singular value decomposi-
tion, SVD) lehetséges.

e Ha M > N akkor az egyenletrendszer talhatarozott.
llyenkor altaldban nincs megoldas, ilyenkor értelmes
lehet annak a megoldasnak megtalalasa, amely leginkabb
kielégiti az egyenleteket. Ha ezt a legkisebb négyzetek
md&dszerével keressiik (a jobb és baloldalak kozstti kiilonb-
ségnégyzetek Gsszegének minimumat keressiik) akkor a
kovetkezd N ismeretlenes linearis problémara vezethetjiik
vissza:

(AT-A)-x= (AT -b)

Ahol AT a matrix transzponaltja. Ezt a legkisebb né-
gyzetek normalegyenletének nevezik. Altalaban azonban
nem ezek direkt megoldasa a legoptimalisabb, hanem cél-
szer(i itt is az SVD-t hasznalni (lasd ott).

Ezek a numerikus linearis algebra tipikus feladatai. Ez egy
nagyon nagy teriilet, rengeteg kutaté dolgozik rajta, sok

— Typeset by Foil TEX — 5



specialis modszer ismert, sok kész programcsomag van, itt
csak az alapelveket és a tipusokat nézziik végig. Az ismer-
tebb programcsomagok: LINPACK, LAPACK (Argonne Na-
tional Laboratories, ingyenes), IMSL (fortran 7), NAG. Ezek
optimalizalva vannak nagy egyenletrendszerre a futasi idd
és tarolokapacitas minimalizalasaval, a probléma matrixanak
(tridiagonalis, Vandermonde, stb.) megfelelGen kiilonbozé
verzidkban.
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A Gauss-Jordan eliminacié

A Gauss-Jordan eliminacié az egyik legrégebbi, viszonylag
konnyen megérthetd moédszer. Abban az esetben, ha nem
csak az egyenletrendszer megoldasa a kérdés, hanem az
egylitthaté matrix inverze is, akkor hatékonysaga se marad
el sokkal a tobbi altalanos modszertél.  Azonban ha a
matrix inverzre nincs sziikség, akkor haromszor lassabb mint
a legjobb alternativ eljaras (pl. LU-dekompozicié). A Gauss-
Jordan eliminacié algoritmusaval tehat egyszerre oldjuk meg
az alabbi problémakat:

A-Xk:bk

A-Y=1

A kovetkezé atrendezések nem valtoztatjadk meg az egyenle-
trendszer megoldasat:

o A két sordnak megcserélése, feltéve ha b illetve 1
megfelel§ sorait is megcseréljiik. Ez csupan azt jelenti,
hogy mas sorrendben irtuk fel ugyanazt a linearis egyen-
letrendszert.

e Hasonléan ha A egy sorat egy nem nulla szammal
megszorozzuk, és ahhoz teszdleges mas sorok tetszéleges
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szammal megszorozva hozzdadunk (linedris kombinacic).
Természetesen a jobboldalon is ugyanigy kell eljarni.

o A két oszlopat megcseréljilk és ezzel egyiitt x illetve
Y megfelel§ sorait () is. Az algoritmus soran nyilvan
kell tartani a cseréket, hogy tudjuk melyik helyen melyik
ismeretlen szerepel.

A Gauss-Jordan mdédszer a fenti atrendezéseket hasznalja agy,
hogy kbézben A egységmatrix alakot vegyen fel. Ekkor az
atrendezések kovetkeztében a jobb oldalon nyilvan x illetve
A1 vagyis a kivant eredmény adédik.

A legegyszer(ibb eljaras csak a fenti masodik pontban szerepld
lépések sgitségével éri ezt el. El6szdr az els6 sort leosztjuk
aq1-€l, aztan minden tovabbi ¢-ik sorbdl kivonjuk az igy
kapott sor a;1 szeresét. Természetesen ez a jobboldalra
is vonatkozik. Ezzel az elsé egyiitthatokat 0-va tessziik,
kivéve az elsé sorét, ami llesz. Igy tehat az elsé oszlop
mar megegyezik egy egységmatrix elsé oszlopaval. Ezek
utan hasonléan jarunk el, a mésodik sort leosztjuk ago-vel,
és az igy kapott sor a;o-szeresét kivonjuk minden ¢ # 2
sorbdl. Ezzel a masodik oszlop is az egységmatrix megfelels
oszlopaval azonos lett. Az eljarast folytatva a bal oldal
atalakul az egységmatrixsza a jobb oldal pedig a megoldassa.

Nyilvanvaléan probléma lehet, ha az aktuéalis sorban a di-
agonalis elem 0 és ezzel kellene leosztani. Kevésbé nyilvan-
valé, de bebizonyithaté, hogy ha nem is fordul ez elg, a
modszer numerikusan instabil a kerekitési hibdk miatt. A
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masik két atrendezési moédszer hasznélataval ezek a prob-
lémak kikiiszobdlhetéek. Vagyis - hogy ne rontsuk el a
mar kész részt - az aktudlis sor allatti (illetve oszloptdl jobb
oldalra 1év8) sorok (oszlopok) cserélgetésével elérjik hogy
egy olyan elem keriiljon arra a helyre amivel osztanunk kell,
ami a lehetd legjobban csokkenti a numerikus hibakat. Nincs
elméleti valasz arra, hogy melyik a legjobb elem erre a célra,
de a legnagyobb elem elég j6 valasztasnak tekinthets. Ter-
mészetesen ha egy elég nagy szammal megszorzunk egy sort,
akkor nyilvan abban lesz az aktualis elem. Ezért a kivalasztas
el6tt (vagy a legelején) célszrii minden sort normalni, pl.
olyan szammal beszorozni, mely a sor legnagyobb egyiit-
thatéjat 1-gyé teszi. A gyakorlat azt mutatja, hogy tobbnyire
elegends csak a sorokat cserélgetni, és igy az algoritmusnak
nem kell nyilvantartani az ismeretlenek cserélgetését.

Az algoritmus memdria igénye csokkenthets, ha az inverz
matrixot az A matrix azon elemeinek helyén taroljuk, amikrdl
agyis tudjuk, hogy O illetve 1, hasonléan az x elemeit a b
megfelel& helyeire tehetjiik.
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Gauss eliminacié visszahelyettesitéssel

Harmadara csokkenthetjiik a sziikséges operaciék szamat ha
a fenti eljarast Ggy végezziik, hogy a leosztas utan, csak az
aktualis sor alatti sorokon hajtjuk végre a fentieket. Igy nem
egy egységmatrixhoz jutunk, hanem egy haromszdgmatrix-
hoz. (Csak az elemek felét nullaztuk ki, ez felére csokkenti a
miveletek szamat, és az algoritmus soran el6rejelezhetéen
megjelennek 0-k, ez tovabb csokkenti a miveletigényt.)
Ezutan alulrél indulva:

TN = by/ayn

1
TN_1= — [by_1— TNG{ N _q)N]
(N_1)(N-1)

Ezt nevezziik visszahelyettesitésnek.

A visszahelyettesitéses Gauss-eliminaciénal optimalisabb az
alabbi dekompoziciés eljaras, mert itt a matrix redukciéjat a
jobb oldal nélkiil tudjuk elvégezni, és az igy kapott matrixxszal
tobb kiilonb6ézé jobboldali vektorra megoldhatjuk a prob-
léemat, a miveletigény peddig ugyanennyi.

— Typeset by Foil TpX — 10



Also-fels6 haromszog dekompozicié

(LU decomposition)

Tegyiik fel, hogy fel tudjuk irni a matrixot két maétrix
szorzataként: L - U = A, ahol L é U olyan harom-
szog matrixok, ameleyknek csak az atlé és az az alatti (L)
illetve feletti (U) elemek nem 0-k.

Ekkor mivel
A x=(L-U)-x=L-(U-x)=b

két [épésben megoldhatjuk a problémét:

Ez azért el6nyds, mert mindkét matrix haromszogmatrix, igy
az elébb bevezetett visszahelyettesitéssel egyszeriien megold-
hatéak.

Y1 =7
l11
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1 1—1
yi =7 |bi— > iy
(X’ le

YN
LN — —

UNN

1
T; = — E Ug5 5
Uis

J=1+1

Az A = L - U matrixegyenletet kifejtve a 0 elemek kiirasat
elhagyva a kovetkezét kapjuk:

1< g ljpugy + lgugj + ..+ Liug = ag;

1=7: lilulj + li2'Uz2j + ...+ lz'i’u,jj — Qg5

1> 7 lpugy + Loug; + .o+ Ljug = ag;
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Ez N? egyenlet N? 4+ N ismeretlennel (u;j,1;;), mert a
diagonalis elemek mindkét dekompoziciéban szerepelnek. Igy
még N feltételre van sziikség, hogy egyértelmi legyen a
megoldas. Valasszuk ezt agy, hogy l;; = 1 minden ¢-re.
Ez tehat egy Gjabb linearis egyenletrendszer, viszont a Crout
algoritmussal konnyen megoldhaté:

j=1,2,...N-re {

1 =1,2,...5-re {

az elsd két egyenlet felhasznalasaval
Uij = Qi — 2y likti;

¥

1=7+1,74+2,..N-re {

a harmadik egyenlet felhasznalasaval
lij = (1/ug5)(ai; — E:k 1_zkukj)

¥

¥

Az algoritmus masodik ciklusaban ismét sziikség van atren-
dezés alkalmazasara, hogy ne legyen a nevezében 0 elem. Itt
is célszeli a Gauss-Jordan eliminacional emlitett eljarashoz
hasonléan a legnagyobb elemet bemozgatni cserélgetéssel.

A fenti eljarasok, melyek haromszog illetve diagonalis alakra
hoztak a matrixot a determindns szamolasra is kivaléan alka-
Imasak, hiszen a determinans nem lesz mas mint a haromszog
(diagonalis) matrix atléban lévé elemeinek szorzata

N
det A = H Uyj 4

J=1
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Mikor ezt szamoljuk nagy N esetén a talcsordulas megakada-
lyozasara célszerii (pl. 10 megfelels hatvanyaval) az Gsszes-
zorzandé értékeket 1 koriili értékre normalni, és a végén ezt
figyelembe venni, vagy az abszolatértékek logaritmusanak
Osszegét venni, és a végén a exponensre emelni és a helyes
elsjellel ellatni.

Az matrix invertalasra is optiméalisan hasznalhatd, hiszen a
dekompoziciét csak egyszer kell megcsinalni, és utana az
iInverz matrix oszlopait megkaphajuk sorban agy, hogy olyan
jobboldalakra oldjuk meg az egyenletrendszert, aminek min-
den eleme 0 kivéve az aktudlis oszlopnak megfelels indexi,
ami pedig 1.

Tridiagonalis illetve savdiagonalis matrixok esetén a fenti
dekompozicihoz hasonlé elven miikods algoritmusok
hatékonyan alkalmazhatéak. llyenkor nem célszerii a O ele-
meket eltarolni (lasd Num.Rec.).
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A dekompoziciés algoritmus (példaként a C programozasra,

és egy algoritmus implementalasara):
#include <math.h>

#define NRANSI

#include "nrutil.h"

#define TINY 1.0e-20;

void ludcmp(float **a, int n, int *indx, float *d)
/*
Az all...n][1...n] matrix LU dekompoziciéja. Atrendezi a sorokat is dgy,
hogy az atléba a relative legnagyobb elem keriiljon. indx[1...n] tartalmazza az
atrendezés permutaciéjat, d pedig attdl fiiggéen 1, hogy paros vagy paratlan
permutacié tortént (a determinans szamolasnal kellhet). A dekomponalt matrix az
eredeti helyére keriil.
*/
{

int 1i,1imax,j,k;

float big,dum,sum,temp;

float *vv; /* A skalazasi faktorok soronként */

vv=vector(1l,n);
*d=1.0;
for (i=1;i<=n;i++) { /* A skalazasi faktor beallitasa */
big=0.0;
for (j=1;j<=n;j++)
if ((temp=fabs(al[il[jl)) > big) big=temp;
if (big == 0.0) nrerror("Singular matrix in routine
ludcmp") ;
vv[il=1.0/big;
+
for (j=1;j<=n;j++) {
for (i=1;i<j;i++) { /* u;j kiszamoldsa */
sum=al[i] [j];
for (k=1;k<i;k++) sum -= a[i] [k]*alk][j];
alil [j1=sum;
¥
big=0.0;
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for (i=j;i<=n;i++) { /* 1;; kiszamolasa */

sum=a[i] [j];

for (k=1;k<j;k++) sum -= ali] [k]*alk][j];

ali] [j]=sum;

/* Keresi az adott oszlop legnagyobb atskalazott

elemét */

if ( (dum=vv[i]l*fabs(sum)) >= big) {
big=dum;
/* A legnagyobb elem indexe */
imax=i;

+
/* Ha nem atléban van a legnagyobb elem, kicseréli */
if (j '= imax) {
for (k=1;k<=n;k++) {
dum=a[imax] [k] ;
alimax] [k]=a[j] [k];
alj] [k]=dum;

+
/* A permutécids indexet is beallitja */
*d = -(xd);

vv[imax]=vv[j];
¥
indx[jl=imax;
/* Néha szingularis matrix megoldasa is kellhet,
ilyenkor a O-val valé osztast keriilni kell */
if (aljl[j] == 0.0) al[jl[j]1=TINY;
if (j '=n) {
/* leosztunk az atlés elemekkel az alsé haromszog
visszahelyettesitéshez */
dum=1.0/(aljl[j1);
for (i=j+1;i<=n;i++) alil[j] *= dum;

s
free_vector(vv,1,n);

+
#undef TINY
#undef NRANSI
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A visszahelyettesité megoldé program:
void lubksb(float **a, int n, int *indx, float bl[])
/%
A visszahelyettesit6 program. a és indx ludcmp lefuttatasabdl kaphats. Opti-
malizalva van arra, hogy b sok O elemmel kezdédhet, és ilyenkor kevesebbet kell
szamolni. A megoldas b-be keriil.
*/
{
int i,1i=0,1ip,J;
float sum;

/* Viszzahelyettesités az als6 haromszoggel */
for (i=1;i<=n;i++) {
ip=indx[i];
sum=b [ip];
blip]l=b[i];
if (ii) /* Addig O, amig b elemei O-k */
for (j=ii;j<=i-1;j++) sum -= al[i]l [jI*b[j];
else if (sum) ii=i;
b[i]=sum;
}
/* Viszzahelyettesités a fels6 haromszoggel */
for (i=n;i>=1;i--) {
sum=b[i];
for (j=i+1;j<=n;j++) sum -= alil [j1*b[j];
bli]l=sum/ali] [i];
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Példa alkalmazasra:
/* Driver for routine lubksb */

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#define NRANSI
#include "nr.h"
#include "nrutil.h"

#define NP 20
#define MAXSTR 80

int main(void)

{
int j,k,1,m,n,*indx;
float p,*x,**a,**b,**c;
char dummy [MAXSTR];
FILE *fp;

indx=ivector(1,NP);
x=vector(1,NP);
a=matrix(1,NP,1,NP);
b=matrix(1,NP,1,NP);
c=matrix(1,NP,1,NP);
if ((fp = fopen("matrxl.dat","r")) == NULL)
nrerror("Data file matrxl.dat not found\n");
while (!feof(fp)) {
fgets (dummy,MAXSTR, fp) ;
fgets (dummy,MAXSTR, fp) ;
fscanf (fp,"%d %d ",&n,&m) ;
fgets (dummy,MAXSTR, fp) ;
for (k=1;k<=n;k++)
for (1=1;1<=n;1++) fscanf(fp,"%f ",&alk] [1]);
fgets (dummy,MAXSTR, fp) ;
for (1=1;1<=m;1++)
for (k=1;k<=n;k++) fscanf(fp,"%f ",&blk][1]);
/* Save matrix a for later testing */

— Typeset by Foil TEX - 18



for (1=1;1<=n;1++)
for (k=1;k<=n;k++) c[k][1]=alk][1];
/* Do LU decomposition */
ludcmp(c,n,indx,&p) ;
/* Solve equations for each right-hand vector */
for (k=1;k<=m;k++) {
for (1=1;1<=n;1++) x[1]1=b[1][k];
lubksb(c,n,indx,x);
/* Test results with original matrix */
printf("right-hand side vector:\n");
for (1=1;1<=n;1++)
printf ("%12.6f",b[1] [k]);
printf ("\n¥%s%s\n","result of matrix applied",
" to sol’n vector");
for (1=1;1<=n;1++) {
b[1] [k]=0.0;
for (j=1;j<=n;j++)
b[1] [k] += (all][jl*x[j]1);
+
for (1=1;1<=n;1++)
printf ("%12.6f",b[1] [k]);
printf (" \nksksskskkskskskokkkkokkkkskokkkkokkkkkokkkkkk\n'") ;
I
printf ("press RETURN for next problem:\n");
(void) getchar();
ks
fclose(fp);
free_matrix(c,1,NP,1,NP);
free_matrix(b,1,NP,1,NP);
free_matrix(a,1,NP,1,NP);
free_vector(x,1,NP);
free_ivector(indx,1,NP);
return O;
ks
#undef NRANSI
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A bemeneti file:

MATRICES FOR INPUT TO TEST ROUTINES

Size of matrix (NxN), Number of solutions:
3 2

Matrix A:

1.0 0.0 0.0

0.0 2.0 0.0

0.0 0.0 3.0

Solution vectors:

1.0 0.0 0.0

1.01.0 1.0

NEXT PROBLEM

Size of matrix (NxN), Number of solutions:
3 2

Matrix A:

1.0 2.0 3.0

2.0 2.0 3.0

3.0 3.0 3.0

Solution vectors:

1.01.0 1.0

1.0 2.0 3.0

NEXT PROBLEM:

Size of matrix (NxN), Number of solutions:
5 2

Matrix A:

1.0 2.0 3.0 4.05.0

2.0 3.04.05.01.0

3.04.05.01.0 2.0

4.0 5.01.0 2.0 3.0

5.01.0 2.0 3.0 4.0

Solution vectors:

1.01.01.01.01.0

1.0 2.0 3.0 4.05.0

NEXT PROBLEM:

Size of matrix (NxN), Number of solutions:
5 2

Matrix A:
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1.42.12.17.409.
1.6 1.51.1 0.7 5.
3.8 8.0 9.6 5.4 8.
4.6 8.2 8.4 0.4 8.
2.6 2.9 0.1 9.6 7.
Solution vectors:
1.11.6 4.7 9.1 0.
4.0 9.38.40.4 4.
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Az eredmény:
right-hand side vector:
1.000000 0.000000 0.000000
result of matrix applied to sol’n vector
1.000000 0.000000 0.000000
sk ok sk otk ok ok ok ok ok sk sk ok sk ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk ok sk ok ok ok sk ok
right-hand side vector:
1.000000 1.000000 1.000000
result of matrix applied to sol’n vector
1.000000 1.000000 1.000000
>k 3k 3k >k >k 5k 5k >k 5k 5k >k >k 5k >k %k 5k 5k k >k >k %k >k 5k >k >k >k %k >k >k >k sk >k %k
press RETURN for next problem:
right-hand side vector:
1.000000 1.000000 1.000000
result of matrix applied to sol’n vector
1.000000 1.000000 1.000000
>k 3k 3k >k >k 5k 5k >k 5k >k >k >k 5k >k %k 5k 5k >k >k >k 3k >k >k >k >k >k %k >k >k >k k >k %k
right-hand side vector:
1.000000 2.000000 3.000000
result of matrix applied to sol’n vector
1.000000 2.000000 3.000000
skesk ok st ok sk ok ok ok sk sk sk ok sk ok ok ok ok ok sk sk sk ok ok sk ok sk sk ok ok sk ok
press RETURN for next problem:
right-hand side vector:
1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
result of matrix applied to sol’n vector
1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
sk ok ok sk ok sk ok ok ok sk sk sk ok sk ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk ok ok sk kok ok sk ok
right-hand side vector:
1.000000 2.000000 3.000000 4.000000
result of matrix applied to sol’n vector
1.000000 2.000000 3.000000 4.000000
>k 3k 3k >k >k 5k 5k >k 5k 5k >k >k 5k >k >k 5k >k k >k >k >k >k 5k >k >k >k %k >k >k >k >k >k %k
press RETURN for next problem:
right-hand side vector:
1.100000 1.600000 4.700000 9.100000
result of matrix applied to sol’n vector
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1.100000 1.600000 4.700003 9.100000
sk sk s o sk sk sk s ok sk sk sk s ok sk sk sk sk ok sk ok sk ok sk sk ks ok sk ok

right-hand side vector:
4.000000 9.300000 8.400000 0.400000
result of matrix applied to sol’n vector
4.000001 9.300002 8.399989 0.400000
sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok sk ok sk ok ok sk sk ok ok sk ok ok ok ok ok

press RETURN for next problem:
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lterativ mddszerek

Nagyon nagy illetve kozel szingularis matrixok direkt
megoldasa altaldban nem lehetséges, illetve a szamabrazolas
hibai miatt hibas eredményt kaphatunk. Ekkor - annak
ellenére, hogy matematikailag létezik direkt megoldas - it-
erativ. médon kaphatjuk meg a megoldast, illetve iterativ
médon javithatjuk a megoldast. Itt csak a megoldas iterativ
javitasat targyaljuk, referenciak az [1] megfelels fejezetében
talalhatéak.

A megoldas iterativ javitasa:

Tegyiik fel, hogy a megoldas dx-el eltér az igazitél. Ekkor
ezt a megoldast visszahelyettesitve a jobboldalon is eltérést
tapasztalunk:

A-(x+0x)=b+db

Kivonva az igazi A - x = b egyenletet, az eltérésre kapjuk a

A-dx=6b=A-(x+x)—Db

egyenletet. A jobb oldalt ismerjiik, igy megoldhatunk dx-re.
Ha dekompoziciés médszert hasznaltunk, akkor egyszeriien
be kell helyettesiteni. Tobb |épésben egyre kozelebb keriil-
hetiink az igazi megoldashoz, illetve a megoldas jésaganak
tesztelésére is alkalmas a médszer.
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lteraciés médszerek alapelve:

Az A - x = b egyenlet atirhat6 x = (I — A)-x+ b
alakara, ahol I az egységmatrix. Ezzel képezhets a xg41 =
(I — A) - xi + b iteracié. Errsl belathats, hogy ha I — A
matrixnorméaja 1-nél kisebb, akkor konvergens. Ezen alapul
pl. a Gauss-Seidel iteraciés eljaras, és tobb més amelyek a
matrix dekompoziciéjat hasznaljak.
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Specialis mdédszerek

Az alabbi moédszerek az [1] konyvben tébb kevesebb rés-
zletességgel targyalva vannak.

SVD, singular value decomposition : Szingularis illetve nu-
merikusan szingularis egyenletrendszerek esetén a szingular-
itast ado linearis kombinaciok kidobasaval kevesebb egyen-
letet kapunk mint ahany ismeretleniink van. Ezt megold-
hatjuk a legkisebb négyzetek mdédszeréhez hasonlé elven az
alabbi koltségtiiggvény minimalizalasaval:

|A - x — Db

Az igy kapott megoldas numerikusan szinguléaris egyenle-
trendszer esetén kozelebb lehet az igazihoz, mint a direkt
modszerrel kaphatd.

Ritka (sparse) matrixok: Ha az egyiitthatok tébbsége 0
(pl. savmatrixok) akkor altalaban ha az altalanos médsz-
ert hasznaljuk, akkor nagyon sok O-t kell tarolni, illetve sok
folosleges 0-val valé szorzast végziink el. Nagy N esetén
ez gyakran meg is akadalyozhatja az adott gépen a prob-
léma megoldasat. Bizonyos gyakran el6fordulé ritka matrixra
vannak kidolgozott médszerek, hogy hogyan lehet tomoren
eltarolni, és a Gauss-Jordan vagy LU dekompziciés médsz-
ert optimalisan alkalmazni gyakran N-el skalazé megoldasi
idével az altalanos IN° helyett. Egy altalanos ritka matrix

— Typeset by Foil TEX — 26



esetén hasznalhatunk egy olyan minimalizaciés eljarast, ahol
a

A -x — b’

koltségfiiggvényt minimalizaljuk a [1]-ben targyalt konjugalt
gradiens modszer segitségével. Ez azért elényds, mert itt
minden |épésben csak A és x szorzatat kell kiszamolni, ami
a 0-k figyelésével optimélisan megtehetd lényegesen kevesebb
szorzassal.

Vandermonde matrix:  a;; = ozg_l . 1,7 = 1..N,
alaka, vagy ennek transzponiltja. Az ilyen matrix N
értékbsl egyértelmiien meghatarozhaté.  llyen méatrix for-

dul el a polinom interpolacionél, vagy a transzponalt ti-
pusi matrix a momentumomokkal adott valésziniiségeloszlas
meghatarozasanal. N2 rend( opraciéval megoldhaté.

Toeplitz matrix: a;; = «;_; azaz az 4tléval parhuzamos von-
alban egyforma elemek vannak 6sszesen 2N — 1 kiilonb6z4.
Pl. dekonvolicios és egyéb jelfeldolgozasi problémaknal for-
dulnak el. N? rendi opraciéval megoldhats.
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